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Resumo :

O presente trabalho apresenta aextensdo de um modelo de fila apresentado em
[33]. Em [33] é feita aandlise do sistema de fila com enfoque en ragjadas, para
levantamento das caraderisticas estatisticas dafila. Estas rgjadas (conjunto com varias
cdulas ATM) sdo geradas pela agregac@® de um grade nimero de fontes individuais.
No presente trabalho desenvolvemos uma aproximagd para que sgja feita aandlise
com enfoque em cdulas. Ao fina do trabalho sdo redizadas comparagdes com outras
propostas de modelos de fila, originarias de publicagges em bibliografias
especializadagjuevisdoos mesmosbjetivos.



1) Analise de um buffer ATM com entrada de trafego Auto-similar [33]:

1.1) O modelo do multiplex :

Consideraremos M fontes homogéneas, geradoras de tréfego, aimentando um
buffer em comum. As informagdes sdo tiradas do buffer a uma taxa constante
(servidor).Estemodelo é&epresentadaafigura 1, aseguir.

Fonte 1

MULTIPLEX

Fonte 2 . CANAL

Fila

Fonte M

figura 1

1.2) Modelo da fonte individual :

O objetivo é acontrucdo de um modelo matemético para atrafego agregado,
proveniente da superposicéo das fontes individuais. Queremos modelar de tal forma
gueque otrafego reatenha aseguintesaracteriticas :

a) Uma fonte individual comporta-se de tal forma que, em um dado momento, ela
comeca agerar rgjadas de um nimero aleadrio de cdulas. A distribuicdo do tamanho
da rgjada tem "heavy tail", deaescendo como na distribucéo de Pareto. Ao final de
uma rgjada afonte permanece en siléncio por um intervalo de tamanho aleadrio de
tempo, como regra, maior que o tamanho da rgjada anterior. As fontes individuais
(fonte 1, fonte 2, ..., fonte M) sdo consideradas independentes. Cada fonte, em
qualquer instante de tempo t O1_, ={...,-1,0,1,2,..} , pode estar em um dos estados :
ativo ou inativo. Quando no estado ativo a fonte gera cdulas a uma taxa constante R .
No estado inativo ndo ha geraca de cdulas. O tempo gasto pela fonte i no proximo |-
ésmo estado ativo €é chamado periodo ativo | e € denotado por
‘[I(i) 0{12,..},1 O1_,, .Seguindo este periodo temos o I-ésimo periodo inativo para esta

fonte i denotado por in) 0{1,2,..} . Estes periodos ativo e inativo irdo formar o I-



. [ [ S - © QR
ésmo ciclo da fonte i de tamanho ‘[f '+ Qf) . As variaveis deadrias T e 01" s20
independentes, sendo i 0{1,2,..., M},1 O1_,. Esta descricdo pode ser visudizada na

figura 2, aseguir.

fonte 1 m
fonte 2

fonte M J 4‘

Figura 2

(i)
As variaveisaleatérias L! i D{1,2,..., M},I Ul_, temdistribuicdoidénticatal que :

Pr{r>t}=t™t - 0l<a<2 (1)

@) i
onde T € avariavel genérica T . A equacd admaquer dizer que T X tem distribuicéo
tipo Pareto com média finita (a, = E{r} <) e variancia infinita. As variaveis
deaorias 6,i 0{12,...,M},1 01, sfo identicanente distribuidas com alguma
distribuic&ogenéricaPr{6 < t} commédiafinita (a, = E{6} <).

b) O nimero de fontes individuais M é grande tal que pode ser considerado infinito,
mas , dntensidade d&afego totadasfontes, é&um valorfinito e conhecido.

c) A superposicédp das fontes de trafego, que origina o tréfego agregado, €
assintoticamente auto-simileomparametro de Hurs$i > 0.5

1.3) Modelo do trafego agregado :

Denotaremogor



w(') :( w(') w(') w('),) (2)

W, W W

as segléncias de instantes de inicio dos periodos atvos da fonte
i 0{12,..., M}; ), -l =10 +60) . Os procesps w,w?,..., ") sio mutuamente
independentes e identicamente distribuidos. Mais espedficamente ) & um proceso
de renovac, tendo intervalos entre chegadas entre pontos de renovacd® distribuidos
com aseguinteegra :

Pr{eyl) - =k} =Pz +4 =i} ©

néo dependendo de | nem de i. Levando em consideracd que a, +a, <, podemos
assumimue oprocesso deenova(;ém)(i) € estacionario.

Denotaremos auperposicadosprocessos de renovacad’,w?,...w™ por
WM)=(.... w_,(M),w,(M), @ (M),...). (4)

A seqiiéncia «w{M) consiste dos o’ , nos mesmos tempos que estes Ultimos aparecem.
Seja um componente w,(M)o instante de inicio de um periodo ativo | para afonte i
(isto é wM)=a") com tamanho de periodo ativo 70.7" pode ser considerado
como marca da mmponente w(M)e pode ser denotado como 71,(M). Formamos
entdo o processo agregado

[cM), T(M)] =[.... @_,(M),T_,(M)),(0,(M), To(M),(0,(M), T,(M))), .| (5)

com todas as marcas T(M) sendo mutuamente independentes. O modelo do trafego
agregado que  etamos construindo  sera  descrito pelo processo
[a(M),r(M)] comM - o .Denotaremos o0 proces no limite por (w,7),sUl_.. Se
nd mudamos as distribuicbes dos periodos ativos e inativos quando M — o« a
intensidade de tréfego tende ainfinito. Para evitar is® aumentaremos a, de tal forma
que a intensidade de tr&fege M/(a, +a,) mantenha-se constante.

Denotaremos 0 numero de periodos ativos que garecan em um intervalo de
tempo [t;,t;,,),i Ul_, no process de superposicéo «(M) por & (M). A sequéncia
¢(M) =(....,¢,_(M),§, (M), (M),...) € um proces aleddrio no eixo dos tempos
| . tendo as componentes aleatérﬁgevl) com valores no conjuntl, = {O,L2,3,...} :



Pode ser mostrado [4], que para qualquer , qualquer t,,t,,...,t, 01 .t #t;,
n0{123..}, quando M - » fazexdo com que o valor A=M/(a,+a,) e a
distribuicdoPr{t <t} n&o se alterem, ma&{6 <t} - Opara qualquei< c entdo :

e [A"
!

Pr{g (M) =k} =P () =k} = (6)
ou sgja, quando M - o, aseqiéncia & = &(«) no limite éum processo de Poison no

eixo discreto dos tempos.

Seja Y, ataxa total de geracd de cdulas para o tréfego agregado no tempo
t O1_, . Cosidere afonte i. Denotaremos y) a gerac® de taxa de cdulas para afonte

i no instantd , entdo :

. [OR se afonte esta ativa
y = ..
%), se afonte estainativa

Considerando que 0 proces® sgja estadonario, a probabilidade que afonte i
esteja no estado ativog=a, / (a, +a,) . Logo temos para uma fonte individual :

E{y"} = Rp,

: 7
E{(y")%} = R [P )

Como temos independéncia entre as fontes podemos escrever :
Mo M )
E{Y y"} =M RD E{Y (W)} = MR [P (8)
1=1 1=1
No limite, quandoM - o e quandoA = M /(a, +a,), temos :

E{Y}=RDA&, ©
E{(Y -E{Y)} =R A
Em [33] € mostrado que o proces de trafego agregado Y =(...,Y.,,Y,,Y,,...)
€ assintoticamente auto-similar com parametro de Hiirs{3-a)/2 > 05.

Podemos perceber que, esta situacé, na qual este modelo de tréfego agregado,
guando alimentando uma fila (no presente cao representada pelo multiplex), pode ser
aproximado por um sistema M/G/1, sendo as rajadas (periodos ativos) os usuarios do



sstema e adistribuicd do tempo de servico de aordo com o tamanho da rajada.
Neste mesmo trabalho é feita uma andlise para aocupagé do buffer em termos das
rgjadas. Agora nos objetivo é extender o modelo de tal forma que possamos estudar
0 mesmo modelo sO que mnsiderando a ocupac@® do multiplex em termos de céulas
(que formam as rgjadas) e mnsiderando a probabili dade de perda para o caso de buffer
finito.

Passaremos entdo a descri¢cdo de um modelo de filas utilizado para goroximar o
comportamento da fila (a nivel de céuld) de um nultiplex quando este é dimentado
pelo trafego agregado descrito acima.

1.4) Modelo de fila utilizada :

Pararedizar um estudo dafila, cujo otréfego de entrada foi descrito na se¢é@®
anterior, utilili zaremos um modelo de fila discreto (ou sgja o tempo é dividido em
intervalos discretos chamados dots). Consideraremos um trafego de entrada
composto de usuarios, um espag para amazear estes usuarios, chamado de buffer e
um servidor que serve 0s usuarios € estes existirem no buffer. Consideraremos aqui 0
estado do sistema como sendo o nimero de unidades encontradas no sistema, no
momento de saida de um usuério do sistema. Cosideraremos que quando um usuério
tem seu servico finalizado ele sai do sistema e imediatamente 0 primeiro usuario (se
hover) encontrado na cabeca da fila sera servido.

Consideraremos que 0 tempo de servi¢o para um usuario (no caso uma céula
ATM) sgja deterministico e igual a um dlot de tempo. Também consideraremos que
durante um dlot podem chegar um certo nimero de cdulas, sendo este nimero
distribuido por uma ceta distribuicdo de probabilidade. Como indicado no item
anterior, considerando-se uma unidade de tempo, o nimero de periodos ativos
(rajadas) que surgem neste intervalo é dado por uma distribuigéo de Poison. Ou sga
durante o servigo de uma cédula o nimero de ragjadas que dhegam ao sistema édado
por uma distribuicéo de Poison. As rgjadas, por sua vez, sd0 compostas por um certo
nimero de céulas. Logo durante o periodo de servigo de uma céula degam varias
cdulas deorrentes das chegadas dos vérios grupos (rgjadas) que sdo constituidos por
vérias cdulas. Se mnsiderarmos os periodos de observagd® do sistema, para deito de
cdculos, como o final de um dot de servigco podemos nos abstrair das rgjadas em s e
consideramos ©mente 0 grupo de cdulas (somatério das cdulas componentes das
varias rajadas). Esta idéia pode ser melhor observada na figura 3, a seguir :



uma rajada
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tempo

tempo de servi¢co para
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final do tempo de
servigo de uma célula

inicio do tempo de servigo
de uma célula

».
»

Figura 3

Dentro deste mntexto sabemos que 0 nimero de rgjadas dentro de um dot de
tempo é dado por uma distribuicgo de Poisson e que o tamanho da rgjada édado por
uma distribuicd de Pareto podemos cdcular a distribuicdo de probabilidade do
namero de céulas que dhegam ao sistema no periodo de um slot de tempo. Sendo h a
probabilidade de que o tamanho da rgjada sgja de i cdulas (definindo sua funcéo
distribuicdo de probabilidade dravés da seqiéncia hhhhh...) sabemos que a
probabilidade de chegaramélulas dado que chegarargrupos é dado poy, onde:

Yin = N*N*h*..* 1 nvezes. (10)

O simbolo * representa a onvolucéo discreta entre & sqiéncias. Através da
distribuicédo de Poison sabemos a probabilidade de degarem m grupos (a,,). Para

determinarmos a probabilidadle de chegaremcélulas fazemos :

bl = nZl yi|n |}'n (11)

Agora passremos a descricd do modelo de resolucéo deste sistema de filas
discreto.

1.4.1. Modelo Matemaético para fila discreta :

O modelo utili zado € baseado em [32]. Em um slot podem chegar i céulas com
probabilidade b (i =0,1,2,...) .Cacularemos a probabilidade p. (estado i) de, ao final
de um intervalo de servigo (dot), a cdula que sai deixe i cdulas no sistema. . Por
exemplo se o presente estado €1, comi diferente de zeo, entdo o proximo estado sera
(i+j-1) com probabilidade b, sej unidades chegam durante o proximo periodo de
servico. Se 0 sstema et vazo em um dado dot entdo a probabilidade de que o
préximo estado sejaé dado por :



i+1

Prob[0 - i] = Z C, b .y (12)

onde ¢, é adistribuic&o de probabili dade do nimero de usuérios que dega durante um
dot de tempo dado que ocorreram chegadas e c, [b_,,, representa a probabili dade

conjunta que o nimero de usuarios que degam no proximo dot sga k e (i-k+1)
usuérios cheguem durante o periodo do servico sucessvo. A partir das probabili dades

de transicd podemos escrever as equagdes diferenciais para obtenc@o dos valores de
p,i=012,...:

Py = PGy, + P,
pl = pO(Clbl + CZbO) + plbl + prO

(13)
p2 = pO(Cle + CZbl + CSbO) + ple + prl + p3b0

1 . G . . - L
onde p, =—— onde p é o fator de utiliza¢c® do sistema (nimero médio de usuarios
Cmed

que dhegam durante um intervalo de servigo-dot) e ¢, representa o tamanho médio
da distribuicdo de probabilidade c,. A descricdo do modelo € mmpletada @m a
obtencdo da distribuicdo de probabilidade b, foi indicada na se¢@® 1.3. Vae anda
ressaltar que temos a seguinte relacao éptrec, dada por :

C = b : (14)

E importante observar que aprobabilidade p. é computada no instante de saida

de uma céula (que ocorre a fina de um dot de tempo) e ndo ao final de todos os
slots de tempo (em um determinado slot de tempo pode néo haver saida de células).

1.3.1) Aproximacéao para tamanho de buffer finito :

Nos objetivo € anda computar a distribuicéo de estados do sistema, agora
denotado por p(L), parao estado i, ou seja aprobabilidade que o usuério que saia do
sstemadeixe nele i usu&rios.Parao sistema @m tamanho de buffer finito de tamanho
L consideraremos que se 0 nimero de usuarios chegando em um dot exceder o
nimero de vagas existentes no buffer o exceso de usuarios neste dot sera perdido.
Caso um grupo de usuérios que diegue encontre o0 mesmo buffer totalmente ocupado
todo o grupo sera perdido. Neste mntexto ainda mnsideraremos que se o buffer
estiver totamente dheio e um usu&rio No servico so iremos ter uma vaga no buffer



apos o final do servico do usuério que encontra-se na cdecgada fila Ou sgja devemos
computar apenap(L),, p(L),,..., p(L),_,. De acordo com [32] temos que :

%:g i=12,.,L-1 (15)

onde os valores de g sf gerados de : % =g onde os vaores de
0
p (1=12,3,...)sd0 obtidos através dos caallos feitos para buffer infinito. Como

sabemos que asomados p(L); éigual aum e sabemos as proporgdes entre s, temos a
distribuicéo do sistema para a caso de buffer finito.

2) Modelo de simulacéo utilizado :

Consideraremos para a smulac® um nmodelo de fila discreta que receéoe
usuarios (no presente cdulas) em intervalos de tempo deterministicos T,T,,...e

definimos :

- X;:numero de células que chegam durante o i-ésimo intervalo de tempo (slot);

- d: nimero de células que sao transmitidas em um intervalo de tempo (slot);
- V,: contetido do buffer (em nimero de céulas) ao final do i-ésmo intervalo

de tempo (slot);

Uma vez que dispomos das informagdes adma podemos escrever a seguinte
equacgao que rege este sistema :

Vi =(Vi, + X —d)” (16)

onde X" = max(x,0) . Podemos notar que o cdculo da distribuicdo de probabili dade do

tamanho da fila neste cao serd obtido a partir do estado da fila a final de cala dot,

néo levando-se an considerac® se ha saida de céulas ou ndo. Para smular o modelo
apresentado em 1.4.1 devemos computar os valores de V. somente quando

(Vi,, + X;) # O(ou sgja, ha saida de céulas). Para o caso de buffer finito, de tamanho

K, temos ainda a seguinte expressao :

V, = min{(V,_, + X, -d)*,K}. (17)

2.1) Geracao das variaveis aleatorias [4]:
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Queremos gerar varidveis dedodrias que possiam uma dada distribuicdo de
probabilidade. Por exemplo, seja os valores de :

P{X=x}=P,j=012.., 2 P, =1, conhecidos. (18)
J

Para smular X consderaremos a varidvel aedodria U, uniformemente
distribuida no intervalo (0,1) .Logo podemos obter os valores da variavel deadria

através da seguinte regra :
X, seU <R

X, P, <U <P+F,
X, seR +P, <U <R +P, +P

X
I

(19)

J

P
1

j-1
e ) P<UK

j i i
1

o (o

Para 0 nos caso espedfico geramos o valor de X; (nimero de céulas que
chegam a0 sistema no i-ésimo dot), para asmulacé® do sistema representado pela
equac® (16) , a partir da distribucd de probabilidade de h (probabilidade que

chegueni células em um slot de tempo) obtida através da equagédo (11).

2.2) Comportamento assintético :

Em termos de tempo de computac@® e simplicidade do agoritmo é interessante
obtermos uma estimativa rapida e orreta para para determinag@® do comportamento
da fila Em [42] é gresentada uma expressio que representa 0 comportamento
assntotico de uma fila modelada de a®rdo com a equacd (16) e aljas chegadas $0
subexponenciais.

De aordo com [42] temos a seguinte definicd : A funcd distribuicéo de
probabilidadeF(x) em [0g) € chamada subexponencial se :

1-F?(x) _

1= F(x) =2 (20)

lim

onde F*”(x) denota a ®nvolucdo da fungdo F(x) com ela mesma. Alguns exemplos
de fung&o subexponenciais séo :

11



- Distribuicdo de probabilidade de Pareto (a que estamos utilizando) :
F(x)=1-(x-B8+1) ™" com x>3>0,a>0

- Distribuicao de probabilidade logonormal :

F(x) = GJWQ, U UOR, o> 0onde® éadistribuicid normal padrdo

- Distribuic&o de probabilidade Weibull :
F(x)=1-e™ para0O<b<1

Para uma seqiéncia de varidveis aedorias independentes e identicamente
distribuidaq X,,,n>1 podemos dizer que a seguinte propriedade é valida :

P X, + X, +...+X,]=nP X, > X] (21)

Em outras palavras, na seqiéncia iid, os maiores picos tendem a ser isolados e
como estas distribuicbes 0 "heavy-tall" estes picos $i0 extremamente grandes e
dominam a sequéncia isto pode ser visto nas figuras 4, 5 e 6 a seguir.

140

*d_gco.dat
120 | g

100 |- —

(1] 2000 A000 G000 S000 'Il]l]l]l]Flgura
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Asfiguras 4, 5 e 6 representam seqiéncias sSmuladas, com aproximadamente
as mesmas médias, da distribuicdo geométrica, de pareto e da distribuicdo obtida a
partir do modelo apresentado em 1.4 . Podemos observar que, com excec® da
distribuicd geométrica (que tem caraderiticas de decamento exponencial da sua
funcéo distribui¢cdo de probabilidade), as outras duas apresentam picos isolados e de
grandes valores.

Sgja K a distribuicéo de probabilidade de X, da equac® (16). Entéo se K &

subexponencial entdo temos [42] :

Pr[Q, > X] }Pr[A >u] du amedidaquex — oo, (22)

.
E(C) - E(A)

Como temos uma distribuigéo discreta para os valores de A a equacd® adma é
reescrita como :

PQ > ]

1 - . .
~ EC)_EA) ; P A >i] amedidaquex — . (23)

13



Esta equacd® representa um comportamento assntotico da fila quando
alimentada por um tréfego que tem propriedades sibexponenciais (long-tail). A figura
7 abaixo representa a @licac® dos resultados obtidos na secd 1.4.1, mais
epedficamente euac® 13 (mOldat), da euac® 23 representando o
comportamento assntético da filamodelada pela equacé® V, = (V,, + X, —d)* e pelas
suas respedivas sSmulagdes (sm0Ll.dat e ssm0Ll.dat). Os vaores do pardmetro de Hust
e 0 de Poisson sdo respedivamente 1.5 e 0.01 enquanto que a c@addade do multiplex
€ uma céula por dot. No eixo das ordenadas temos a probabili dade de que @ final de
cada dot a ocupagd no buffer sgja do respedivo nimero de céulas encontrado neste
instante. As duas curvas stuadas mais adma (m0l.dat e smOl.dat) representam este
aontedmento somente quando ha saida de uma cédula e as duas mais abaixo
(ssm01.dat e ass0O1.dat) ao final de cada slot havendo saida de células ou néo.

'mO1.dat" -«
'sm01.dat" +

0.1 | 'ssm01.dat'

‘ass01.dat" =

0.01 §
0.001 |
0.0001 |

1e-05

1e-06 : : : : : : :
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 7

3) Comparacédo do modelo proposto com outros encontrados na
literatura :

Nesta se¢@® do presente trabalho faremos algumas comparagdes entre o
modelo proposto com outros encontrados na literatura. Para is apresentaremos
rapidamente os modelos a serem comparados, sitando as duas referéncias para uma
melhor consulta. A partir do momento em que podemos variar o parametro de Husrt
(H) e ataxade Poison (I ) do modelo aqui proposto, a mmparac® ided seria ajuela

14



em que 0s outros modelos apresentassem 0s MeSMOoS parametros, porém nem sempre
iSSO é possivel.

2.1) O Modelo de Movimento Browniano (Fractional Brownian Motion-
FBM) :

O tréfego fractional Brownian, de aordo com [36], onde Z, é um FBM
normalizedo e A é o tréfego ofereddo no intervalo de tempo [0O,t) € representado pela

seguinte expressao :
A =m++valnl[Z, t O(—c0,+0). (24)
O processo tem trés parametmosa e H com as seguintes interpretacdes:

-m> 0, é taxa média de chegada ;
-a> 0, é um coeficiente de variancia ;
- H 0[V/2,1) é o parametro de Hurst associadg a

Z(t) é um objeto matematico que ndo tem dimensdo fisica eo pardmetro t
também ndo. Se aquantidade de trabaho (quantidade de informac&® a ser transmitida)
€ dada an bits e o tempo € medido em segundos entdo a tem dimensdo de
bitsXsegundos. O parametro de Hurst, como ja dito anteriormente n&o tem dimensao.

O fator +/m é motivado pela seguinte propriedade de superposicéo : A soma
K
A= Z A" de K tréfegos com parmetros a e H mas taxas individuais m pode ser
=1
K
escrita omo A =m[ ++alnl(Z,, onde m= Z m e Z é um FBM com parametro
1=1

H. Logo podemos faze a separac@® dos parametros do trafego, sendo que a e H
representam "quditativamente” o trafego enquanto que m representa o trafego
"guantitativamente". Para grandes valoresplade ser provado que :

Var(A)=m@&a™". (25)

De pos® deste Ultima equacd®, € posdvel faze a cmparac® entre os
modelos, uma vez que o valor da taxa média, juntamente com o parémetro de Hurst,
sao conhecidos do modelo proposto do presente trabalho.
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Considere 0 proces® fractional Brownian traffic com parametros m, a e H
adimentando uma fila com cgpaddade C (um intervalo de tempo de transmissio de uma
cdula) tal que C > m Em [36] é deduzida a seguinte férmula representativa da
ocupac@® de um sistema de fila com cgpaddade de amazenamento infinito, quando
alimentado pelo trafego descrito :

(C_m)ZH
[k(H)? (&0

Pr(X > x) = expﬁL 5 k> ﬁ (26)

ondek(H)=H"(@- H)*".

2.2) O modelo M/G/eo :

Este modelo é obtido gerando-se usuérios de aordo com proces de Poison
de tempo discreto e oferecendo-os a um grupo de ndmero infinito de servidores,
asaumindo-se que distribuic&o de servigo para os usuérios € mmum e € dada por uma
distribuicdo de Pareto discreta com parédmetro a, 1 < a < 2, de aordo com [37]. O
proces que mnta 0 nimero de servidores ocupados no inicio de um dot é o que
chamamos modelo de entrada M/G/«. Este proces € assntoticamente auto-similar
com parametro de Hurst H =(3-a)/2>05. Em[37] é mostrado que, se ete tréfego
adimenta o multiplex, o regime asntético no buffer em estado estadonario é
caracterizado por:

Pr{X > x] = x &2+ g medidaquex — o (27)
ondeC,meH tem as mesmas interpretacdes que em 2.1.

A figura 8, a seguir, faz a omparac@® entre os modelos apresentados em 2.1,
2.2 e 0 comportamento assntotico apresentado em 2.2. No eixo das ordenadas temos
a probabilidade de que @ final de um dot tenhamos o respedivo nimero de céulas
armazenadas no buffer (eixo das abcissas). Os pardmetros 50 0s mesmos que nafigura
acima.
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